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WAVE EQUATION 

ในบริเวณที�ไม่มีแหล่งกาํเนิด (Source-free region) กล่าวคือ 0; == vρ0J และอยูใ่นตวักลางที�เป็น linear, isotropic (ε,µ) 

)2();1( EDHΗBE ωεωωµω jjjj ==×∇−=−=×∇  

เมื�อหา Curl ของ (1) จะได ้

EEΗE µεωωεωµωµ 2)()( =−=×∇−=×∇×∇ jjj  

เมื�อใช ้ AAA 2)()( ∇−⋅∇∇=×∇×∇ จะได ้

EEEEE µεω 222)()( =−∇=∇−⋅∇∇=×∇×∇
 

ดงันั;น 

0EE =+∇ µεω 22 : vector Helmholtz’s equation (vector wave equation) 

ในทาํนองเดียวกนั เมื�อหา Curl ของ (2) จะได ้

ΗΗEH µεωωµωεωε 2)()( =−=×∇=×∇×∇ jjj

 
ดงันั;น จะได ้ 0HH =+∇ µεω 22  

Maxwell ไดต้ั;งสนันิษฐานจาก Vector Helmholtz’s equation ขา้งตน้วา่ มีคลื�นแม่เหลก็ไฟฟ้าที�แพร่กระจายได ้ซึ�งไดรั้บการพิสูจน์
ดว้ยการทดลองโดย Hertz 

SOLUTION OF WAVE EQUATION 

โดยทั�วไป กาํหนดให ้wavenumber k เท่ากบั 
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ในระบบพิกดัคาร์ทีเซียน สมการคลื�นจะสามารถแสดงไดโ้ดย 
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ซึ�งสามารถแยกเป็นส่วนประกอบ x, y, z ไดเ้ป็น 
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สมการขา้งตน้มีชื�อเรียกวา่ scalar wave equations 

เมื�อสนันิษฐานใหส้ามารถใชว้ธีิ Separation of Variables ได ้จะสามารถแสดง Ex ใหอ้ยูใ่นรูป 
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เมื�อนาํสมการขา้งตน้ไปแทนคา่ใน scalar wave equation สาํหรับ Ex จะได ้
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เพื�อใหมี้คาํตอบที�ถูกตอ้งสาํหรับทุกตาํแหน่ง กล่าวคือ zyx ∀∀∀ ,, แตล่ะพจนจ์ะตอ้งเป็นคา่คงที� ดงันั;น 
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เมื�อแกส้มการอนุพนัธ์ขา้งตน้ จะไดค้าํตอบทั�วไปดงันี;  

 wave)(standingsincos)( wave);(traveling)( 212211 xkBxkBxfeAeAxf xx

xjkxjk xx +=+= −  

และไดค้าํตอบรูปคลา้ยกนัสาํหรับ g(y) และ h(z) เมื�อนาํคาํตอบที�ไดท้ั;งหมดมารวมกนั แลว้ใชเ้งื�อนไขขอบเขตในการหาคา่คงที� ก็
จะไดค้าํตอบที�สมบูรณ์ 

7-2 UNIFORM PLANE WAVE 

จากคาํตอบของสมการคลื�น สามารถแสดงคาํตอบใหอ้ยูใ่นรูป 

zyxkkke zyx

j zyxrzyxkEE rk ˆˆˆ;ˆˆˆ;0 ++=++== ⋅−  

โดย kk ˆk= แสดง wavenumber vector และ k̂ แสดงทิศทางการแพร่กระจาย (Propagation Direction) r เป็นเวก็เตอร์แสดง

ตาํแหน่ง E0 เป็นเวก็เตอร์คงที� กล่าวคือ ไม่เปลี�ยนตามตาํแหน่ง ดงันั;น สนามไฟฟ้านี; มีขนาดคงที� (uniform) และเปลี�ยนเฉพาะเฟส 
ซึ�งระนาบเฟสคงที� (constant phase plane) จะมีลกัษณะเป็นระนาบเรียบ (plane) และขนานกนั จึงเรียกวา่ Uniform Plane Wave 
อนึ�ง คา่คงที� k อาจถูกเรียกอีกชื�อหนึ�งวา่ Propagation constant 

 

รูปที� 1 Phase front ของ Uniform plane wave 

พิจารณา zkeE
jkz zrzkxE ˆ;ˆ;ˆ

0 === − ดงันั;น สนามไฟฟ้าขณะหนึ�ง (Instantaneous Electric Field) จะเท่ากบั 
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ในที�นี;  เราสามารถหา constant phase plane จาก constant=− kztω ดงันั;น ความเร็วในการเคลื�อนที�ของ constant phase plane 
จึงเท่ากบั 

µε
ω 1

===
kdt
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u p  

ซึ�งความเร็วนี; มีชื�อเรียกวา่ ความเร็วเฟส (Phase Velocity) แน่นอนวา่ ในอากาศ )m/s(103/1 8

00 ×≈== cu p εµ  

คุณสมบติัของ Uniform Plane Wave rkEE ⋅−= j
e0 จดัเป็น Transverse Electromagnetic Wave กล่าวคือ ในทิศทางการ

แพร่กระจาย จะไม่มีทั;ง E และ H ดงัแสดงในรูปที� 2 ซึ�งสามารถสรุปไดด้งันี;  

1. 0=⋅ Ek  

2. 
η

Ek
H

×
=

ˆ
โดย 

ε
µ

η =  แสดง Intrinsic impedance 

(หรือ wave impedance) ของตวักลาง ใน Free Space จะมี
คา่ประมาณ 377 (Ω) อนึ�ง นิยามของ Intrinsic impedance คือ 

H

E
=η  

3. 0=⋅ HE กล่าวคือ E ตั;งฉากกบั H  

แบบฝึกหดั พิสูจนคุ์ณสมบติัขา้งตน้ 

รูปที� 2 Instantaneous field ของ Uniform Plane Wave 

ตวัอยา่ง 7-1 กาํหนดให ้ jkz

xeE
−= xE ˆ แพร่กระจายในตวักลาง (εr = 4, µr = 1, σ = 0) และ Ex เป็นคลื�น Sinusoidal ความถี� 100 

(MHz) มีคา่สูงสุดเท่ากบั 10-4 (V/m) ที� t = 0 และ z = 1/8 (m) 

a) จงหา Instantaneous E, Instantaneous H 

b) จงหาตาํแหน่งที� Ex มีคา่สูงสุดที�เวลา t = 10-8 (s) 

 

รูปที� 3 ตวัอยา่ง 7-1 
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7-2.1 DOPPLER EFFECT 

Doppler effect เป็นปรากฏการณ์ที�คลื�นที�ไดรั้บตา่งจากคลื�นที�ส่งเมื�อมีการเคลื�อนที�สมัพทัธ์ (relative motion) ของผูส่้งและผูรั้บ 
พิจารณาสถานการณ์ดงัรูปที� 4 

 

(a) ที� t = 0  

(b) ที� t = ∆t 

สมมุติวา่ Source ส่งคลื�นแม่เหลก็ไฟฟ้าความถี� f และเคลื�อนที�ดว้ยความเร็ว u คลื�นที�ถูกส่งที�เวลา t = 0 จะไปถึง R ที�เวลา  

c

r
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1 =  

ในขณะที�คลื�นที�ถูกส่งดว้ย T’ ที�เวลา t = ∆t จะไปถึง R ที�เวลา 
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ดงันั;น เวลาที�ผา่นไปที� R ระหวา่งการรับคลื�นที� t = 0 ถึงการรับคลื�นที� t = ∆t เท่ากบั 
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ซึ�งไม่เท่ากบั ∆t  ดงันั;น ถา้ ∆t แสดงคาบของคลื�นที� Source (∆t=1/f) ความถี�ของคลื�นที�ไดรั้บเท่ากบั 
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ดงันั;น ความถี�จะสูงขึ;นเมื�อมีการเคลื�อนที�เขา้หากนั และตํ�าลงเมื�อเคลื�อนที�ออกจากกนั ปรากฏการณ์ Red Shift ที�แสงจากดาว
ห่างไกลมีความถี�ต ํ�าลง (ขยบัไปทางสีแดง) ก็เป็นเพราะ Doppler effect นี;  

7-2.3 POLARIZATION OF PLANE WAVES 

ในที�นี;  Polarization เป็นสิ�งที�ใชอ้ธิบาย time-varying behavior of E at a given point in space ซึ�งสามารถอธิบายไดใ้นเทอมของ
ส่วนประกอบของสนามไฟฟ้า 2 ส่วนที�ตั;งฉากกนักบัความสมัพนัธ์ทางเฟสของส่วนประกอบทั;งสอง ดงัตวัอยา่งในรูปที� 5 เมื�อ
พิจารณาสนามไฟฟ้าขณะหนึ�ง (Instantaneous Electric Field) ซึ�งเป็น Plane wave ที�แพร่กระจายในทิศทาง –z สามารถแสดงได้
โดย 

);(ˆ);(ˆ);( tztztz yx EE yx +=EEEE โดยที� 
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เราสามารถแบ่ง Polarization ไดเ้ป็น 3 แบบไดคื้อ 

A Linear Polarization : trace ของสนามไฟฟ้าที�จุดหนึ�งจะมีลกัษณะ
เป็นเสน้ตรง 

เงื�อนไข 
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ตวัอยา่ง 

 

รูปที� 5 การหมุนของ Plane wave สนามไฟฟ้า 

B Circular Polarization : trace ของสนามไฟฟ้าที�จุดหนึ�งจะมีลกัษณะเป็นวงกลม ในที�นี;  เนื�องจากเป็นวงกลม จึงตอ้งพิจารณาถึง
ทิศทางการหมุนดว้ย ซึ�งเรียกวา่ Sense of rotation อนัไดจ้ากการสงัเกตในทิศทางการแพร่กระจาย แบ่งเป็นทิศตามเขม็นาฬิกา 
(Clockwise, CW) กบัทิศทวนเขม็นาฬิกา (Counterclockwise, CCW) 
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ตวัอยา่ง 

 

 

C Elliptic Polarization : trace ของสนามไฟฟ้าที�จุดหนึ�งจะมีลกัษณะเป็นวงรี ในที�นี;  เนื�องจากเป็นวงรี จึงตอ้งพิจารณาถึงทิศ
ทางการหมุนดว้ย เช่นเดียวกบัแบบวงกลม 
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ตวัอยา่ง 
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7-3 PLANE WAVE IN LOSSY MEDIA 

โดยทั�วไป คา่ Permittivity ของตวักลางทั�วไปสามารถแสดงไดเ้ป็น 

(F/m)''' εεε jc −=  

โดยส่วน ''ε แทนส่วนความสูญเสีย (Loss) ในตวักลางนั;น ซึ�งโดยทั�วไป จะเปลี�ยนตามความถี� กล่าวคือ เป็นฟังกช์นัของ ω 

ในตวันาํไฟฟ้า เนื�องจาก EJ σ= , 

ω
σ

ε
ω
σ

εεωεωεσωε =+==+=+=×∇ '';';)'('
j

jjj cc EEEJH  

อตัราส่วนระหวา่ง ''ε กบั 'ε  จะมีชื�อเรียกวา่ Loss Tangent ซึ�งเป็นคา่ที�ใชว้ดัความสูญเสีย 

Angle Loss :;
'

''
tan cc δ

ε
ε

δ =  

เนื�องจากคา่ Permittivity เป็นจาํนวนเชิงซอ้น คา่ wavenumber ก็เป็นจาํนวนเชิงซอ้นเช่นกนั กล่าวคือ 

cck µεω=  

ดงันั;น สมการคลื�นจะเปลี�ยนเป็น 0EEEE =+∇=+∇ 2222

cc kµεω  เมื�อกาํหนดนิยามของคา่คงที�การแพร่กระจาย 
(Propagation Constant) ดงันี;  
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สมการคลื�นจะเขียนใหม่ไดเ้ป็น 0EE =−∇ 22 γ เมื�อพิจารณา uniform plane wave แพร่กระจายในทิศทาง +z และมีเพียง
ส่วนประกอบแกน x จะได ้

zjzz

xx

x eEeEEE
dx

Ed βαγγ −−− ==→=− 00

2

2

2

0  

ในที�นี;  α,β มีชื�อเรียกวา่ คา่คงที�การลดทอน (Attenuation Constant, unit: (Np/m)) และคา่คงที�เฟส (Phase Constant, unit: (rad/m)) 
ตามลาํดบั โดยที� 1 (Np (neper)/m) หมายถึง การลดทอนเป็น 0.368 หลงัเคลื�อนที� 1 (m) หรือเท่ากบั -20log10e = -8.69 (dB/m) ให้
สงัเกตวา่ k = β ในตวักลางที�ไม่มีการสูญเสีย (lossless media) 

7-3.1 LOW LOSS DIELECTRICS 

ในตวักลางที�ไม่มีการสูญเสีย 0''OR0 == εσ ในตวักลางที�มีการสูญเสียตํ�า 1
'

OR''' <<<<
ωε
σ

εε  ดงันั;น 
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เพราะฉะนั;น 
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คา่อิมพีแดนซ์ในเนื;อสาร (Intrinsic Impedance) และความเร็วเฟสจะเท่ากบั 
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7-3.2 GOOD CONDUCTORS 

ในตวันาํไฟฟ้าที�ดี  
ω
σ

ω
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σ
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c ≅+=>> ';1
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 ดงันั;น 
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σ
µπ

σ
ωµ

ε
µ

η ≅=Ω+=≅= p

c

c u
f

j
j  

ยกตวัอยา่ง ทองแดงที�มีคา่ σ = 5.80×107 (S/m) และ µ = 4π×10-7 (H/m) ที�ความถี� 3 MHz up = 720 (m/s) และความยาวคลื�นใน
ตวันาํไฟฟ้าเท่ากบั  

(m)2
2

µσ
π

β
π

λ
ff

u p ===  

ดงันั;น ที� 3 MHz λ = 0.24 (m) ในขณะที�ความยาวคลื�นในอากาศ λ0 = c/f = 100 (m) คา่คงที�การลดทอน α ที� 3 MHz เท่ากบั 

(Np/m)1062.2)1080.5)(104)(103( 4776 ×=×××== −ππµσπα f  

ซึ�งเป็นคา่ที�สูงมาก อนัหมายถึง คลื�นไม่สามารถแพร่กระจายเขา้ไปในตวันาํไฟฟ้าได ้ใหส้งัเกตวา่ คา่ α จะแปรผนัตรงกบัคา่ราก
กาํลงัสองของ f ส่วนกลบัของα  จะเรียกวา่ Skin Depth กล่าวคือ 

(m)
2

111

π
λ

βµσπα
δ ====

f
 

ตวัอยา่ง 7-4 Uniform plane wave แพร่กระจายในนํ; าทะเล ( 4,1,72 === σµε rr ) โดยกาํหนดให ้

(V/m)10cos(100ˆ);0( 7
)ttz πx==EEEE  
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7-4 GROUP VELOCITY 

ความเร็วเฟสเท่ากบั )m/s(/ βω=pu ในขณะที� Plane wave ในตวักลางที�ไม่มีการสูญเสีย µεωβ == k ดงันั;น 
2/1)( −= µεpu ซึ�งไม่เป็นฟังกช์นัของความถี� แตใ่นความเป็นจริง เมื�อคลื�นแพร่กระจายผา่นตวักลาง ความเร็วเฟสอาจเปลี�ยน

ตามความถี� ส่งผลใหส้ญัญาณที�ความถี�หนึ�งเคลื�อนที�ดว้ยความเร็วที�แตกต่างจากสญัญาณที�อีกความถี�หนึ�ง ปรากฏการณ์ที�เกิดการ
เพี;ยนของสญัญาณเนื�องจากความเร็วเฟสขึ;นกบัความถี�นั;น เรียกวา่ การกระจาย (dispersion) และตวักลางที�ทาํใหเ้กิดการกระจาย
เรียกวา่ dispersive medium 

โดยปกติ สญัญาณประกอบดว้ยหลายความถี� ยกตวัอยา่งเช่น สญัญาณ AM ที�เกิดจากการมอดูเลตสญัญาณเสียงกบัคลื�นพาห์ 
(Carrier) สญัญาณดงักล่าวนี;  จะประกอบดว้ยกลุ่มความถี�เป็น wave packet ในที�นี;  ความเร็วกลุ่ม (Group Velocity) เป็นสิ�งที�ใช้
แสดงความเร็วของ wave packet (กลุ่มความถี�) ซึ�งหมายถึง ความเร็วในการส่งขา่วสาร หรือกาํลงั 

พิจารณาตวัอยา่ง wave packet ที�ประกอบดว้ยคลื�น 2 ความถี�ที�มีขนาดเท่ากนั และความถี�ตา่งกนัเพียงเลก็นอ้ย กาํหนดใหค้วามถี�
ของคลื�นทั;งสองเท่ากบั 000 ;, ωωωωωω <<∆∆−∆+ และคา่คงที�เฟสที�ความถี�ทั;งสองเท่ากบั ββββ ∆−∆+ 00 ,

ดงันั;น 

)cos()cos(2

])()cos[(])()cos[();(

000

000000

ztztE

ztEztEtzE

βωβω

ββωωββωω

−∆−∆=

∆−−∆−+∆+−∆+=
 

เนื�องจาก 0ωω <<∆ คลื�นขา้งตน้มีลกัษณะเป็นคลื�นที�แกวง่เร็วมาก และขนาดเปลี�ยนแปลงชา้ ดงัแสดงในรูปที� 6 

 

รูปที� 6 ผลรวมของคลื�น 2 ความถี�ที�มีขนาดเท่ากนัแตค่วามถี�ตา่งกนัเลก็นอ้ยที�เวลา t 

ความเร็วเฟสจะไดจ้ากการกาํหนดให ้ constant00 =− zt βω ซึ�งเท่ากบั 

0

0

β
ω

==
dt

dz
u p  

ความเร็วของขอบคลื�น (Group Velocity) สามารถหาไดจ้ากการกาํหนดให ้ constant=∆−∆ βω zt ซึ�งเท่ากบั 

ωββ
ω

∆∆
=

∆
∆

==
/

1

dt

dz
u g  

เมื�อหา limit ที� 0→∆ω จะได ้

(m/s)
/

1

ωβ dd
u g =  
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ในกรณีที� ug = up จะไม่เกิด dispersion ซึ�งหมายถึง ไม่เกิดการผิดเพี;ยนของสญัญาณ 

7-5 FLOW OF ELECTROMAGNETIC POWER AND POYNTING VECTOR 

พิจารณา zj

x eEzEz
)(

0
ˆ)(ˆ)( βα +−== xxE ดงันั;น )cos(ˆ])(Re[);( 0 zteEeztz

ztj βωαω −== −xEEEEE  

ในทาํนองเดียวกนั ηη θθβα ηη
ηη

j

cc

jzjz

cc

eeee
E

z ||;
||

ˆ
ˆ

)( 0 ==
×

= −−y
Ez

H ดงันั;น จะได ้

)cos(
||

ˆ])(Re[);( 0
η

αω θβω
η

−−== −
zte

E
eztz

z

c

tj yHHHHH  

Poynting vector จะเท่ากบั 

)]22cos([cos
||2

ˆ

)cos()cos(
||

ˆ])(Re[])(Re[

2

2

0

2

2

0

ηη
α

η
αωω

θβωθ
η

θβωβω
η

−−+=

−−−=×=×=

−

−

zte
E

ztzte
E

ezez

z

c

z

c

tjtj

z

zHEHHHHEEEEPPPP

 

Time-average Poyning vector จะเท่ากบั 

f
Te

E
dttz

T
z

z

c

T

av

12
);(W/mcos

||2
ˆ);(

1
)( 22

2

0

0
==== −∫ ω

π
θ

η η
αzP PPPP  

ในตวักลางที�ไม่มีการสูญเสีย เนื�องจาก 0,0,,0 →→→= αθηησ ηc , )(W/m
2

ˆ)( 2

2

0

η
E

zav zP =  

โดยทั�วไป Time-average Poyning vector หาไดจ้าก 

*]Re[*]Re[
1

)]Re[](Re[
1

)(
1

);(
1

)(
0000

HEHEHEP ×=×=×=×== ∫∫∫∫ dt
T

dtee
T

dt
T

dttz
T

z
TT

tjtj
TT

av

ωω
HHHHEEEEPPPP

7-6 NORMAL INCIDENCE OF PLANE WAVES AT PLANE BOUNDARIES 

พิจารณาคลื�นเคลื�อนที�จากตวักลาง 1 ไปยงัตวักลาง 2 โดยใหทิ้ศทางการเคลื�อนที�ตั;งฉาก
กบัระนาบขอบเขต ดงัแสดงในรูปที� 7 สมมุติใหต้วักลางทั;งสองไม่มีการสูญเสีย และ
คลื�นตกกระทบ (Incident wave) เท่ากบั 

1

1
1

1

0

11

0 ;ˆ
ˆˆ

)(;ˆ)(
1

1

ε
µ

η
ηηη

β
β ==

×
=

×
==

−
−

zj

iiii
i

zj

ii

eE
zeEz y

EzEk
HxE

 

เนื�องจากมีความไม่ตอ่เนื�องที�ระนาบ z=0 จึงมีคลื�นสะทอ้นกลบัเขา้ตวักลาง 1 และคลื�น
ส่งผา่นไปยงัตวักลาง 2 ซึ�งสามารถแสดงไดโ้ดย 

1

0

11

0

1

1 ˆ
ˆˆ

)(;ˆ)(
ηηη

β
β

zj

rrir
r

zj

rr

eE
zeEz

−
− =

×−
=

×
== y

EzEk
HxE  

 

รูปที� 7 Normal Incidence 
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2

2
2

2

0

22

0 ;ˆ
ˆˆ

)(;ˆ)(
2

2

ε
µ

η
ηηη

β
β ==

×
=

×
==

−
−

zj

ttit
t

zj

tt

eE
zeEz y

EzEk
HxE

 

จากเงื�อนไขขอบเขต 21
ˆˆ EnEn ×=× , จะได ้

000 tri EEE =+    (3) 

จากเงื�อนไขขอบเขต 21
ˆˆ HnHn ×=× , จะได ้

0

2

00

1

1
)(

1
tri EEE

ηη
=−   (4) 

เมื�อแกส้มการ (3),(4) จะได ้

0

12

2
00

12

12
0

2
; itir EEEE

ηη
η

ηη
ηη

+
=

+
−

=  

คา่สมัประสิทธิ{ สะทอ้น (Reflection Coefficient) และคา่สมัประสิทธิ{ ส่งผา่น (Transmission Coefficient) เท่ากบั 

12

2

0

0

12

12

0

0 2
;

ηη
η

τ
ηη
ηη

+
==

+
−

==Γ
i

t

i

r

E

E

E

E  

ใหส้งัเกตวา่ τ=Γ+1 อตัราส่วนคลื�นนิ�ง (Standing wave ratio, SWR) เท่ากบั 

1
1

1
||,1 less);(dimension

||1

||1

||

||

min

max ≤
+
−

=Γ∞≤≤
Γ−
Γ+

==
S

S
SS

Ε

Ε  

สนามไฟฟ้ารวมในตวักลาง 1 เท่ากบั  

)(ˆ)();1(ˆ)(ˆ)( 111111

1

0
1

2

0001

zjzjizjzj

i

zj

i

zj

iri ee
E

zeeEeEeEz
ββββββ

η
Γ−=Γ+=Γ+=+= −−−

yHxxEEE  

2

0
202

2

2 ˆ)()(;ˆ)()(
η

τ
τ

β
β

zj

t

zj

it

ieE
zzeEzz

−
− ==== yHHxEE  

ตวัอยา่ง 7-7 Uniform plane wave เคลื�อนที�ในตวักลาง 1 ไปยงัตวักลาง 2 ที�มี Intrinsic Impedance เท่ากบั η 1, η2 ตามลาํดบั และ
ไม่มีการสูญเสีย จงหา Time-average power densities ในตวักลางทั;งสอง และหา SWR เมื�อ 2η 1=η2 
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7-6.1 NORMAL INCIDENCE ON A GOOD CONDUCTOR 

ในตวันาํไฟฟ้าที�ดี 1
'
>>

ωε
σ ในตวันาํไฟฟ้าที�สมบูรณ์แบบ (Perfect Electric Conductor, PEC) ∞→σ  ดงันั;น ถา้ตวักลาง 2 

เป็น PEC 02  →≅ ∞→σ

σ
ωµ

η
j เพราะฉะนั;น 0;1 =−=Γ τ ใหส้งัเกตวา่ จากเงื�อนไขขอบเขต 0En =× 1

ˆ บน PEC 

จะได ้ 000 =+ ri EE ซึ�งหมายถึง 1−=Γ  

ในที�นี;  สนามไฟฟ้าและสนามแม่เหลก็ในตวักลาง 1 จะเท่ากบั 

z
E

ee
E

ee
E

z

zEjeeEeEeEz

izjzjizjzji

i

zjzj

i

zj

i

zj

iri

1

1

0

1

0

1

0

1

100001

cos
2

ˆ)(ˆ)(ˆ)(

;sin2ˆ)(ˆ)(ˆ)(

1111

1111

β
ηηη

β

ββββ

ββββ

yyyH

xxxEEE

=+=Γ−=

−=−=Γ+=+=

−−

−−

 

ดงันั;น จะเห็นไดว้า่ สนามไฟฟ้า E1 ตามหลงั (lag) สนามแม่เหลก็ H1 อยู ่π/2 (-j factor) เมื�อหาสนามขณะหนึ�ง จะได ้

tzEtzE

eezEzeEjeztz

ii

tjj

i

tj

i

tj

ωβ
π

ωβ

ββ ωπωω

sinsin2ˆ)
2

cos(sin2ˆ

]Re[sin2ˆ]sin2Re[ˆ])(Re[);(

1010

2/

101011

xx

xxE

=−=

=== −
EEEE

 

tz
E

ze
E

eztz itjitj ωβ
η

β
η

ωω coscos
2

ˆ]cos
2

Re[ˆ])(Re[);( 1

1

0

1

1

0

11 yyH ===HHHH  

7-7 OBLIQUE INCIDENCE OF PLANE WAVES AT PLANE BOUNDARIES 

ในที�นี;  จะทาํการศึกษาเกี�ยวกบักรณีที�คลื�นตกกระทบระนาบขอบเขตเป็นมุมเฉียง ดงั
แสดงในรูปที� 8 ในรูปนี;  ระนาบ z = 0 เป็นระนาบขอบเขต ระนาบที�รวมเวก็เตอร์
ที�ตั;งฉากกบัพื;นผิวขอบเขต (ระนาบขอบเขต) กบัเวก็เตอร์ wavenumber จะมีชื�อ
เรียกวา่ Plane of Incidence (ระนาบตกกระทบ) ในรูป Plane of incidence เป็น
ระนาบ xz มุมในรูปจะมีชื�อเรียกตา่งกนัวา่ θi : Angle of incidence (มุมตกกระทบ), 
θr : Angle of reflection (มุมสะทอ้น) และ θt : Angle of transmission (มุมส่งผา่น) 

ในรูปที� 8 เสน้ AO, O’A’, และ O’B แสดง wavefront (constant phase plane) ของ
คลื�นตกกระทบ (incident) คลื�นสะทอ้น (reflected) และคลื�นส่งผา่น (transmitted) 
ตามลาํดบั เนื�องจากคลื�นตกกระทบและคลื�นส่งผา่นอยูใ่นตวักลาง 1 อนัเดียวกนั 

ความเร็วเฟสตอ้งเท่ากบั up1 ดงันั;นระยะทาง 'OA กบั 'AO ตอ้งเท่ากนั ส่งผลให ้

ir OOAOOOOA θθ sin''sin'' === หรือ 

 

รูปที� 8 Oblique Incidence 

ir θθ =  : Snell’s low of reflection 

ในตวักลาง 2 เนื�องจากเวลาที�คลื�นส่งผา่นใชใ้นการเคลื�อนที�จากจุด O ไปยงั B ตอ้งเท่ากบัเวลาที�คลื�นตกกระทบใชใ้นการเคลื�อนที�
จากจุด A ไปยงั O’ ดงันั;น จะไดเ้งื�อนไข 
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1

2

12 sin'

sin''

p

p

i

t

pp u

u

OO

OO

AO

OB

u

AO

u

OB
==→=

θ

θ
จากเงื�อนไขนี;  จะได ้

2

1

2

1

1

2

sin

sin

n

n

u

u

p

p

i

t ===
β
β

θ
θ

 : Snell’s law of refraction 

n ในสมการขา้งตน้ เรียกวา่ index of refraction ซึ�งเท่ากบัอตัราส่วนของความเร็วแสงในอากาศ (free space) กบัความเร็วแสงใน

ตวักลาง กล่าวคือ n = c/up ในกรณีที� µ1 = µ2 จะได ้

)(
sin

sin
21

2

1

2

1

1

2

2

1 µµ
ε
ε

ε
ε

η
η

θ
θ

=====
r

r

i

t

n

n
 

7-7.1 TOTAL REFLECTION 

ในกรณีที� ε1 > ε2 (ตวักลาง 1 หนาแน่นกวา่, more dense) จาก Snell’s law of refraction 

จะเห็นวา่ θt > θi จึงเป็นไปไดที้� θt = π/2 ซึ�งเป็นมุมที�คลื�นส่งผา่นเคลื�อนที�ไปตามระนาบ

ขอบเขต เมื�อเพิ�มขนาดมุมตกกระทบ ก็จะไม่มีคลื�นส่งผา่นไปยงัตวักลาง 2 ซึ�งทาํใหเ้กิด

การสะทอ้นกลบัทั;งหมด (Total Reflection) มุมตกกระทบที�ทาํใหเ้กิด Total reflection มี

ชื�อเรียกวา่ Critical angle ซึ�งหาไดจ้ากการกาํหนดให ้θt = π/2 ดงันั;น 

2

1

sin

1

sin

sin

ε
ε

θθ
θ

==
cc

t  หรือ )(sinsin 21

1

21

1

21 µµ
ε
ε

θ =







== −−

n

n
c

 

รูปที� 9 แสดงสถานการณ์ดงักล่าวนี;  ในกรณีที� θi > θc , 1sin/sin 21 >= it θεεθ , 

ทาํให ้ 1sinsin1cos 2

2

12 −±=−= itt j θ
ε
ε

θθ ซึ�งเป็นจาํนวนเชิงซอ้น 

 

รูปที� 9 Plane wave incident at 

critical angle, ε1 > ε2 

wavevector ในตวักลาง 2 จะเท่ากบั )cosˆsinˆ(2 ttt θθβ zxk += ดงันั;น rk ⋅− tj
e เท่ากบั 

ixi

xjzzxjj xttt eeee θ
ε
ε

ββθ
ε
ε

βαβαθθβ
sin;1sin;

2

1
22

2

2

1
22

)cossin( 222 =−=== −−+−⋅− rk  

ซึ�งหมายถึง คลื�นจะลดลงอยา่งรวดเร็วเมื�อเคลื�อนที�ออกห่างจากระนาบขอบเขต จึงเป็นคลื�นที�เคลื�อนที�บริเวณผิวหนา้ของขอบเขต 

ทาํใหมี้ชื�อเรียกวา่ surface wave 

ตวัอยา่ง 7-9 สมมุติวา่ แหล่งกาํเนิดแสงแบบ isotropic ใตน้ํ; า (εr = 1.75) ที�ระยะ d จากผิวนํ; า ส่องสวา่งเป็นรูปวงกลมรัศมี (ระยะ 

O’P ในรูปที� 10) 5 (m) จงหาระยะ d 
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รูปที� 10 ตวัอยา่ง 7-9 

ตวัอยา่ง Optical Fiber จะใชห้ลกัการของ Total reflection เพื�อควบคุมแสงให้

อยูใ่นแกนกลาง (core ในรูปที� 11) Numerical Aperture (NA) ของ Optical 

Fiber เป็นตวัเลขที�ใชแ้สดงขนาดกรวยที�สามารถนาํแสงเขา้ได ้(รูปที� 12) 

กาํหนดให ้index of refraction ของ core กบั cladding เท่ากบั n1, n2 ตามลาํดบั  

รูปที� 11 โครงสร้างของ Optical Fiber 

 

รูปที� 12 Acceptance angle = sin-1NA 

 

7-7.3 PERPENDICULAR POLARIZATION 

ในที�นี;  ระนาบ xz เป็น Plane of Incidence ทิศทางการแพร่กระจายของคลื�นตก

กระทบเท่ากบั iii θθ cosˆsinˆˆ zxk += สามารถแสดงสนามไฟฟ้าและ

สนามแม่เหลก็ไดด้งันี;  
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ในกรณีที�เป็นตวักลางไม่มีการสูญเสีย β1 = k1 สาํหรับคลื�นสะทอ้นกบัคลื�นส่งผา่น 

จะเป็นดงันี;  

;ˆ),(;cosˆsinˆˆ )cossin(

0
1 rr zxj

rrrrr eEzx
θθβθθ −−=−= yEzxk   

รูปที� 13 Perpendicular polarization 
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จากเงื�อนไขขอบเขต 21
ˆˆ EnEn ×=× และ 21

ˆˆ HnHn ×=× จะได ้
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ซึ�งเรียกวา่ “phase-matching” condition ดงันั;น 2121 //sin/sin; nnitri === ββθθθθ  

หรือ Snell’s law ทั;งสอง ดงันั;น เงื�อนไขขอบเขตจะเท่ากบั 
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สงัเกตวา่ เมื�อ 00 ==→= tri θθθ  คา่ขา้งตน้จะเท่ากบัคา่ที�ไดส้าํหรับ Normal Incidence ใน 7-6 อนึ�ง ความสมัพนัธ์

ระหวา่งคา่สมัประสิทธิ{ การสะทอ้นกบัคา่สมัประสิทธิ{ การส่งผา่นจะเหมือนกบักรณี Normal Incidence กล่าวคือ ⊥⊥ =Γ+ τ1  
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7-7.4 PARALLEL POLARIZATION 

กาํหนดให ้ระนาบ xz เป็น Plane of Incidence และทิศทางการแพร่กระจาย

ของคลื�นตกกระทบเท่ากบั iii θθ cosˆsinˆˆ zxk += เช่นเดียวกบักรณี 

Perpendicular polarization สามารถแสดงสนามไฟฟ้าและสนามแม่เหลก็

ไดด้งันี;  
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สาํหรับคลื�นสะทอ้นกบัคลื�นส่งผา่น จะเป็นดงันี;  

 

รูปที� 14 Parallel polarization 

)cossin(

1

0)cossin(

0
11 ˆ),(;)sinˆcosˆ(),(;cosˆsinˆˆ rrrr zxjr

r

zxj

rrrrrrr e
E

zxeEzx
θθβθθβ

η
θθθθ −−−− −=+=−= yHzxEzxk

)cossin(

2

0)cossin(

0
22 ˆ),(;)sinˆcosˆ(),(;cosˆsinˆˆ tttt zxjt

t

zxj

ttttttt e
E

zxeEzx
θθβθθβ

η
θθθθ +−+− =−=+= yHzxEzxk

จากเงื�อนไขขอบเขต 21
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สงัเกตวา่ เมื�อ 00 ==→= tri θθθ  คา่ขา้งตน้จะเท่ากบั

คา่ที�ไดส้าํหรับ Normal Incidence ใน 7-6 เช่นกนั อนึ�ง 

ความสมัพนัธ์ระหวา่งคา่สมัประสิทธิ{ การสะทอ้นกบัคา่
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ซึ�งจะเหมือนกบักรณี Perpendicular polarization เฉพาะกรณี 

0=iθ  เท่านั;น ในกรณีที�ตวักลาง 2 เป็น PEC 02 =η  ดงันั;น 

)0(0);(1 0||00|| ==−=−=Γ tir EEE τ  

รูปที� 15 แสดงการเปรียบเทียบคา่สมัประสิทธิ{ การสะทอ้นของ 

Polarization ทั;งสอง ซึ�งสงัเกตไดว้า่ Perpendicular จะมีคา่สูง

กวา่ยกเวน้เฉพาะกรณี Normal incidence 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

ε
2
/ε

1
 =4

Γ
⊥
 vs Γ

||

θ
i
 [degree]

|Γ
⊥
|,
|Γ

||
|

ε
2
/ε

1
 =9

ε
2
/ε

1
 =16

ε
2
/ε

1
 =2

|Γ
⊥
|

|Γ
||
|

 

รูปที� 15 Reflection coefficients ของ Polarization ทั;งสอง 
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7-7.5 BREWSTER ANGLE OF NO REFLECTION (TOTAL TRANSMISSION)

 

Brewster angle เป็นมุมตกกระทบที�ทาํใหเ้กิด Total transmission (Γ=0) ในกรณี Perpendicular polarization 
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ดงันั;น ถา้ µ1= µ2 จะไม่เกิด Total Transmission 

ในกรณี Parallel polarization 
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ตวัอยา่ง 7-13 คลื�นแม่เหลก็ไฟฟ้าตกกระทบนํ; า (εr=80,µr=1) จากอากาศ จงหามุม Brewster ของกรณี Parallel polarization และ

คา่คงที�การสะทอ้นกบัคา่คงที�การส่งผา่น กรณี Perpendicular polarization และมุมตกกระทบเท่ากบัมุม Brewster ดงักล่าว 
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