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2-5 GRADIENT OF A SCALAR FIELD 

โดยทั�วไป สนามสเกลาร์สามารถแสดงโดย V(t;u1, u2, u3) 
นิยามของ Gradient คือ The vector that represents both the magnitude and the direction of the maximum space 
rate of a scalar 

เมื�อพิจารณารูปที� 2-18, จะได ้
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เนื�องจากทิศทางของ Gradient เป็นทิศทางของอตัราการเปลี�ยนแปลงสูงสุด ดงันั8น 
ldVdlaVdV l ⋅∇=⋅∇= ˆ         (1) 

ในที�นี8  เมื�อพิจารณาการเปลี�ยนแปลง dV จากจุด P1 ไปที� P3 (ตามทิศทางของ dl) ในระบบพิกดัคาร์ทีเซียน กล่าวคือ 
(u1, u2, u3) เป็น (x,y,z) และ (dl1,dl2,dl3) เป็น (dx,dy,dz) จะได ้ 
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เพราะฉะนั8น เมื�อเปรียบเทียบ (1) กบั (2) จะได ้
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Operator ∇ มีชื�อเรียกวา่ nabla (หรือเรียกกนัวา่ del operator) ซึ�งในระบบพิกดัคาร์ทีเซียน สามารถแสดงไดโ้ดย 
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≡∇ zyx ˆˆˆ  และ ∇V อ่านวา่ “del V” 

Example 2-9(a) The Electrostatic field intensity E is given by V−∇=E . Determine E at the point (1,1,0) if 
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2-6 DIVERGENCE OF A VECTOR FIELD 

flux line เป็นสิ�งที�ใชแ้สดงความแรงของสนามเวกเตอร์ (field strength) โดย field strength = number of flux 
lines/unit surface normal to the vector 
นิยามของ Divergence คือ 
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div A ≡≡≡≡ the net outward flux of A per unit volume as the volume about the point tends to zero 
ซึ�งสามารถแสดงไดโ้ดยสมการตอ่ไปนี8  
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ในรูป 2-19 ที�ใชร้ะบบพิกดัคาร์ทีเซียนในการแสดง 

 

sAsA
S

dd ⋅




 +++++=⋅ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫∫
face
front

face
back

face
right

face
left

face
top

face
bottom  

ที�ดา้นหนา้: ( ) zyzy
x

xAzyd x
face
front

face
front

face
front ∆∆

∆
+=∆∆⋅=∆⋅=⋅∫ ),,

2
( 000

face
front xAsAsA  

ถา้ใช ้Taylor series ในการขยาย Ax(x0+∆x/2,y0,z0) จะได ้
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โดย higher-order terms (H.O.T) จะมีส่วนประกอบ (∆x/2)2, (∆x/2)3 และอื�นๆ 
ถา้ใชว้ธีิเดียวกนั ในส่วนของดา้นหลงั จะได ้
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ดงันั8น zyx
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เมื�อใชว้ธีิเดียวกนักบัดา้นอื�นๆ จะได ้
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ดงันั8น 
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เนื�องจาก ∆v=∆x∆y∆z และหา limit เมื�อ ∆v เขา้ใกล ้0 จะได ้
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และ ∇⋅A อ่านวา่ “del dot A” ถา้ ∇⋅A=0 จดัวา่เป็น Solenoidal field (divergenceless, divergence-free) 

2-7 DIVERGENCE THEOREM 

เนื�องจาก divergence ของสนามเวกเตอร์หมายถึง the net outward flux per unit volume ดงันั8น จะได ้Divergence 
Theorem ดงันี8  

( ) ∫∫ ⋅=⋅∇
SV
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 the volume integral of the divergence of a vector field equals the total outward flux of the vector through the 

surface that bounds the volume 

 
เมื�อพิจารณาส่วนปริมาตรยอ่ย ∆vj ในรูปขา้งตน้ที�ถูกลอ้มรอบดว้ยพื8นผิว sj จากนิยามของ divergence จะได ้
( ) ∫ ⋅=∆⋅∇
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ถา้แบ่งปริมาตรทั8งหมดเป็น N ส่วนที�เหมือนกนั แลว้รวมทุกส่วนเขา้ดว้ยกนั จะได ้
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ดา้นซา้ยของสมการขา้งตน้จะเท่ากบั volume integral, กลา่วคือ 
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ในขณะที�ดา้นขวาของ (3) จะเท่ากบั 
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เนื�องจาก flux จากส่วนปริมาตรยอ่ยภายในจะหกัลา้งกบั flux จากส่วนปริมาตรยอ่ยภายในที�อยูติ่ดกนั คงเหลือ
เฉพาะแต ่flux จากส่วนปริมาตรยอ่ยภายใน ซึ�งก็คือ พื8นผิวที�ลอ้มรอบปริมาตรทั8งหมด 
Example 2-12 Given yzxyx zyxA ˆˆˆ 2 ++= , 
verify the divergence theorem over a cube one unit on 
each side. 
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2-8 CURL OF A VECTOR FIELD 

แหล่งกาํเนิดที�ทาํใหเ้กิด outward flux อาจเรียกไดว้า่เป็น ‘flow’ source ในขณะที�แหล่งกาํหนดที�ทาํใหเ้กิดการ
ไหลวน (circulation) รอบเสน้ทางปิด จดัเป็น ‘vortex’ source 

เริ�มตน้ Circulation of A around contour C ∫ ⋅≡
C

dlA  

Example 2-14 Given a vector field xxy 2ˆˆ yxF −= , find its 
circulation around the path OABO in the figure. 
 

 
 
 
 
 
 
ส่วนนิยามของ Curl ของสนามเวกเตอร์จะเป็นดงันี8  

[ ]
max

1
lim curl ∫ ⋅

∆
≡×∇≡

→∆ C
n

s
d

s
lAaAA

0
 

หรือ a vector whose magnitude is the maximum net circulation of A per unit area as the area tends to zero and 
whose direction is the normal direction of the area when the area is oriented to make the net circulation 

maximum. 
ในรูปขวามือ 
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ตอ่ไปนี8  จะทาํการคาํนวณแตล่ะส่วนประกอบของ 
∇×A ในระบบพิกดัคาร์ทีเซียน โดยเริ�มตน้จะคาํนวณ 

(∇×A)x ดงัแสดงในรูปขา้งล่าง ในที�นี8  u->x ∆Su=∆y∆z 
และ C แสดงเสน้ทาง 1,2,3,4 ที�แสดงในรูป 
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เนื�องจากในระบบพิกดัคาร์ทีเซียน zyx AAA zyxA ˆˆˆ ++= , 
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เมื�อใชว้ธีิเดียวกนั จะได ้
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สามารถหา (∇×A)y, (∇×A)z โดยใชว้ธีิเดียวกนั ซึ�งจะได ้curl ในระบบพิกดัคาร์ทีเซียนดงันี8  
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เมื�อ ∇×A = 0 จะเรียกวา่ irrotational (conservative) field หรือ curl-free ในบางกรณี 

2-9 STOKES’ THEOREM 

จากนิยามของ Curl จะได ้
( ) ( ) ∫ ⋅=∆⋅×∇
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ถา้แบ่งพื8นผิวออกเป็น N ส่วนยอ่ย เมื�อรวม
ส่วนยอ่ยทั8งหมดแลว้ จะได ้
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โดยดา้นซา้ยมือเท่ากบั 
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และดา้นขวามือเท่ากบั 
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ดงันั8น จะได ้Stokes’ theorem ดงัตอ่ไปนี8  

( ) ∫∫ ⋅=⋅×∇
CS

dd lAsA  

ซึ�งหมายถึง 
the surface integral of the curl of a vector field over an open surface is equal to the closed line integral of the 

vector along the contour bounding the surface 
ในกรณีที�เป็นพื8นผิวปิด 
( ) 0=⋅×∇∫S dsA  

Example 2-16 Verify Stokes’ theorem for the vector field in Example 2-14 over a quarter-circular disk. 
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2-10 TWO NULL IDENTITIES 

1. ( ) 0≡∇×∇ V  
จาก Stokes’ theorem 

( )[ ] ( )∫∫ ⋅∇=⋅∇×∇
CS

dVdV ls  

แตเ่นื�องจาก ldVdV ⋅∇=  

ทาํใหไ้ด ้ ( ) 0==⋅∇ ∫∫ CC
dVdV l  

ดงันั8น เมื�อเวกเตอร์เป็นแบบ Curl-free จะสามารถแสดงดว้ย gradient ของสนามสเกลาร์ ยกตวัอยา่งเช่น ถา้ 
0E =×∇ สามารถแสดง E ดว้ย V−∇=E  

2. ( ) 0≡×∇⋅∇ A  
จาก divergence theorem 

( ) ( ) ( ) ( ) 0ˆˆ
2121

21 =⋅+⋅=⋅×∇+⋅×∇=⋅×∇=×∇⋅∇ ∫∫∫∫∫∫ CC
n
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n

SSV
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เพราะฉะนั8น ( ) 0=×∇⋅∇ A  (ทั8งนี8  ( ) 0=⋅×∇∫S dsA เนื�องจาก S เป็นพื8นผิวปิด ดงักล่าวใน 2-9) 

ดงันั8น เมื�อเวกเตอร์เป็น divergence-free 
สามารถแสดงดว้ย curl ของสนามเวกเตอร์
อื�น เช่น ถา้ 0=⋅∇ B สามารถแสดง B 
ดว้ย AB ×∇=  
 

 
2-11 FIELD CLASSIFICATION AND HELMHOLTZ’S THEOREM 
โดยทั�วไป สามารถจาํแนกประเภทของสนามเวก็เตอร์ไดด้งันี8  

1. Solenoidal and irrotational ถา้ 0FF =×∇=⋅∇ and0  
2. Solenoidal but not irrotational ถา้ 0FF ≠×∇=⋅∇ and0  
3. Irrotational but not solenoidal  ถา้ 0FF =×∇≠⋅∇ and0  
4. Neither irrotational nor solenoidal ถา้ 0FF ≠×∇≠⋅∇ and0  

ดงันั8น สนามเวก็เตอร์โดยปกติจะมี Divergence และ Curl ที�ไม่เป็น 0 กล่าวคือ จะเป็นผลรวมของสนาม 
solenoidal และสนาม irrotational 
Helmholtz’s Theorem: A vector field is determined if both its divergence and its curl are specified 
everywhere. 
กล่าวคือ ถา้เรารู้ทั8ง divergence และ curl ของทุกจุดในสนามเวก็เตอร์นั8น จะสามารถเจาะจงสนามเวก็เตอร์ได ้ถา้
กาํหนดใหเ้วก็เตอร์ F เท่ากบั 

si FFF +=  
โดยให ้Fi เป็นสนาม conservative (irrotational) และ Fs เป็นสนาม solenoidal จะเห็นวา่ 

⇒=⋅∇=⋅∇+⋅∇=⋅∇ gisi FFFF conservative (irrotational) field component 
⇒=×∇=×∇+×∇=×∇ GFFFF ssi solenoidal field component 
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ดงันั8น จาํเป็นตอ้งรู้ทั8ง divergence และ curl ของสนามเวก็เตอร์ ในทางฟิสิกส์ จะหมายถึงวา่ ในการเจาะจงสนาม
ได ้จาํเป็นตอ้งรู้ทั8ง Flow source และ Vortex source 
จากการที� Fi เป็นสนาม conservative เราสามารถแสดงดว้ย Vi −∇=F  โดย V เป็นสเกลาร์ ในทาํนองเดียวกนั 
จากการที� Fs เป็นสนาม solenoidal เราสามารถแสดงดว้ย AF ×∇=s ดงันั8น 

AFFF ×∇+−∇=+= Vsi  
ในทางคลื�นแม่เหลก็ไฟฟ้า มกัเรียก V, A วา่ Scalar potential, Vector potential ตามลาํดบั 
Example Given )(ˆ)2(ˆ)3(ˆ

321 zyczxczcy +−−+−= zyxF  
(a) Determine the constants c1, c2, c3 if F is irrotational. 
(b) Determine the scalar potential V whose negative gradient equals F. 


