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Channel Coding 

1 Modeling of Communication Channels 

Communication Channel หมายถึง สื�อกลางที�จะใชใ้นการส่ง

ขา่วสารระหวา่งผูส่้ง กบัผูรั้บ ซึ�งประกอบดว้ยแบบ Guided (เช่น 

UTP, Coaxial Cable, Optical Fiber) และ Unguided (เช่น 

Terrestrial Microwave, Satellite Microwave, Broadcast Radio, 

Infrared, etc.) ไม่วา่จะเป็นแบบไหน สิ�งที�เหมือนกนัก็คือ จะมี

หนา้ที�รับ Input เขา้มาจาก Source แลว้ส่ง Output ใหก้บั 

Destination  โดยทั�วไป มีส่วนประกอบหลายอยา่งที�มีผลทาํให ้

Output แตกตา่งไปจาก Input อาทิเช่น Attenuation, Noise, 

Nonlinearity, bandwidth limitation, multipath propagation 

Discrete channel หมายถึง discrete-time channel (channel ที�ใช้

การส่งขอ้มูลแบบ discrete) ที�คา่ที� Input และ Output สามารถ

เป็นไปได ้ มีจาํกดั  อยา่งเช่น binary-input binary-output channel 

เป็นตน้ ซึ�งสามารถแสดงไดต้ามรูปที� 1 โดยทั�วไป Output yi จะ

ขึVนกบัทัVง Input ณ เวลานัVน xi และ Input ก่อนหนา้หรือหลงัจากนัVน 

ในกรณีนีV  เราเรียกวา่ channel นีV  มี Memory กรณีที�ไม่เป็นเช่นนีV  เรา

เรียก Channel นีVวา่เป็น discrete-memoryless channel ซึ�งสามารถ

แสดง p(Y|X) ไดด้งัสมการตอ่ไปนีV  
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รูปที� 1 A discrete channel 

ตวัอยา่งของ discrete-memoryless channel ไดแ้ก่ binary-

symmetric channel (รูปที� 2) โดยเรียกคา่ ε วา่ crossover 

probability 

 

รูปที� 2 binary-symmetric channel 

Alphabet Channel ที�สาํคญัอนัหนึ�งไดแ้ก่ discrete-time, additive 

white Gaussian noise channel ที�มีขอ้จาํกดัของคา่ input power ดงั

แสดงไดต้ามรูปที� 3 ความสมัพนัธ์ระหวา่ง input-output สามารถ

แสดงไดต้ามสมการตอ่ไปนีV  

Y = X + Z   (2) 

โดยให ้Z เป็น channel noise 

เงื�อนไขขอ้จาํกดัของ input power เมื�อมี input เป็นจาํนวนมาก 

สามารถแสดงไดเ้ป็น 

1
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1n
x Pi
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โดยให ้n  แทนจาํนวน และ P เป็นคา่ Power 

 

รูปที� 3 Additive white Gaussian noise Channel 

2 Channel Capacity 

X
Input Alphabet

Y
Output Alphabet

p(y|x)

p(0|0) = 1-ε0 0

0

1 1

p(1|0) = ε
p(0|1) = ε

p(1|1) = 1-ε

+

Z

X Y = X+Z
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noisy channel coding theorem (Shannon, 1948) : the basic 

limitation that noise causes in a communication channel is not on 

the reliability of communication, but on the speed of 

communication. 

ตวัอยา่ง กรณี Binary-symmetric channel  ถา้เราส่งขอ้มูล Xn ที�มี

ความยาว n และได ้Output เป็น Yn ถา้หาก n มีจาํนวนมาก จาํนวน

ตาํแหน่งที�แตกตา่งกนัระหวา่ง Input กบั Output จะเท่ากบั nε  ซึ�ง

จาํนวนของขอ้มูลที�เป็นแบบดงักล่าวนีV  จะเท่ากบั  
n

nε








  

เราสามารถหาคา่ดงักล่าวนีV  ไดจ้าก 
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ถา้กาํหนดให ้k เป็น nε และหาเฉพาะตาํแหน่งที� k เราจะได ้
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แตเ่นื�องจาก n มีจาํนวนมาก และความน่าจะเป็นที�จะมี Output ที�

ตา่งจาก Input เป็นจาํนวน nε ตาํแหน่งเท่านัVน จะเขา้ใกล ้1  ดงันัVน 

เราสามารถประมาณไดต้ามสมการตอ่ไปนีV  

n

n
nHb

ε
ε









 ≈ 2 ( )    (6) 

เพราะฉะนัVน จาํนวน input sequence ที�จะทาํให ้Output sequence 

ไม่ซํV ากนั จะเท่ากบั 

M

nH Y

nH

n H Y H

b

b= = −2

2
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และ transmission rate per channel use จะเท่ากบั 

R
M

n
H Y Hb= = −

log
( ) ( )ε  (8) 

เราสามารถแสดงความสมัพนัธ์ดงักล่าวนีVตามรูปที� 4 

คา่ R จะสูงสุดก็ตอ่เมื�อ H(Y) มีคา่สูงสุด หรือ เท่ากบั 1 ( p( Y=0 ) = 

p( Y=1 ) = 0.5 ) 

H(Y) = 1    (9) 

ดงันัVน จากสมการ (8) เราจะได ้

R  = 1 - H
b
(ε)   (10) 

จะสงัเกตไดว้า่ R จะมีคา่มากที�สุด เมื�อ ε เท่ากบั 0 หรือ 1 และมี

นอ้ยที�สุดเมื�อ ε มีคา่เท่ากบั 0.5 

เราเรียก คา่ Maximum Rate ที�เราสามารถสื�อสารบน discrete-

memoryless channel โดยมีความน่าจะเป็นที�จะเกิด Error เขา้ใกล ้0 

วา่ Channel Capacity และแทนดว้ยสญัลกัษณ์ C 

 
รูปที� 4 Schematic Representation of a BSC 

Mutual Information 

Mutual Information ระหวา่ง X กบั Y เป็นคา่แสดงความไม่

แน่นอนของ X ที�ลดลงหลงัจากไดรั้บขา่วสาร Y ดงัแสดงไดต้าม

สมการที� 11 

I(X; Y)  =  H(X) - H(X| Y)  (11) 

ตวัอย่างที� 1 ถา้กาํหนดให ้X, Y เป็น binary random variables ที�มี

คา่ p(X=0, Y=0) = 1/3, p(X=1, Y=0) = 1/3, p(X=0, Y=1) = 1/3 จง

หา I(X;Y) 

วธีิทาํ p(X=0) = p(Y=0) = 2/3 ดงันัVน H(X) = H(Y) = Hb
(2/3) = 

0.919 

(X,Y) = {(0,0), (1,0), (0,1)} มีคา่ความน่าจะเป็นเท่ากนั ดงันัVน 

H(X,Y) = log 3 = 1.585 

H(X|Y) = H(X,Y) - H(Y) = 1.585 - 0.919 = 0.666 

∴ I(X;Y) = H(X) - H(X|Y) = 0.919 - 0.666 = 0.253 

ตวัอย่างที� 2 ถา้ให ้X แทนสภาพอากาศที�เกิดขึVนจริง และ Y แทน

พยากรณ์อากาศ และมีความน่าจะเป็นตามตารางที� 1 จงหา I(X;Y) 

 

Xn = {0,1}n Yn = {0,1}n

Number of elements =
2nHb(ε)

(with high probability)

x

Total Number of highly
probable elements = 2nH(Y)
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ตารางที� 1 ตวัอยา่งความน่าจะเป็นของสภาพอากาศที�เกิดขึVนจริง

กบัพยากรณ์อากาศ 

P(x,y) 
Y 

P(x) 
Fine Rain 

X Fine 0.45 0.12 0.57 

 Rain 0.15 0.28 0.43 

P(y) 0.60 0.40  

วธีิทาํ ก่อนอื�น คาํนวณหาคา่ H(X) 

H(X) = Hb(0.57) = 0.986 Bit 

ตอ่มา ทาํการคาํนวณหาคา่ P(x|y) โดยใชส้มการ 

P x y
P x y

P y
( | )

( , )

( )
=  (12) 

ซึ�งจะไดต้ามตารางที� 2 

ตารางที� 2 ตวัอยา่งการคาํนวณหาคา่ P(x|y) 

P(x|y) Y 

  Fine Rain 

X Fine 0.75 0.30 

 Rain 0.25 0.70 

ดงันัVน H(X| Fine ) = Hb(0.75) = 0.811 Bit 

 H(X| Rain ) = Hb(0.70) = 0.881 Bit 

ความน่าจะเป็นของพยากรณ์อากาศ Fine และ Rain มีคา่เท่ากบั 

0.60 และ 0.40 ตามลาํดบั ดงันัVน 

H(X|Y) = 0.60 × 0.811 + 0.40 × 0.881 = 0.839 Bit 

เพราะฉะนัVน  

I(X;Y) = H(X) - H(X|Y) = 0.986 - 0.839 = 0.147 Bit 

กล่าวคือ การรับฟังพยากรณ์อากาศ ทาํใหค้วามไม่แน่นอนลดลง 

0.147 Bit หรือไดรั้บขา่วสารโดยเฉลี�ย เท่ากบัปริมาณ 0.147 Bit 

คณุสมบัตขิอง Mutual Information ที$ควรรู้ 

1. I(X;Y) = H(Y) - H(Y|X) = H(X) + H(Y) - H(X,Y) 

2. I X Y p x y
p x y

p x p yx y
( ; ) ( , ) log

( , )

( ) ( ),
= ∑  

3. I X Y H X H Y( ; ) min( ( ), ( ))≤  
4. 0);( ≥YXI  

Equality ในขอ้ 4 เป็นจริงเฉพาะกรณี X กบั  Y เป็นอิสระตอ่กนั 

ความสมัพนัธ์ระหวา่ง H(X), H(Y), H(X|Y), H(Y|X) และ I(X;Y) 

สามารถไดแ้สดงไดด้งัรูปที� 5 

 
รูปที� 5 ความสมัพนัธ์ระหวา่ง Entropy กบั Mutual Information 

Noisy Channel Coding Theorem 

ในปี 1948 Shannon ไดค้น้พบทฤษฎีที�เกี�ยวขอ้งกบั Noisy Channel 

Coding ซึ�งสามารถสรุปใจความไดด้งัตอ่ไปนีV  

[Noisy Channel Coding Theorem] The capacity of a discrete-

memoryless channel is given by 

C I X Y
p x

= max ( ; )
( )

  (13) 

where I(X;Y) is the mutual information between the channel input 

X and the output Y. 

โดยสรุปแลว้ ก็คือ ถา้ความเร็วในการส่ง R ตํ�ากวา่ C เราจะ

สามารถส่งขอ้มูลที�มีความยาว n โดยใหมี้ความน่าจะเป็นที�จะเกิด 

Error ตํ�ากวา่ ∀ε > 0 (กล่าวคือ สามารถทาํใหไ้ม่มี Error เกิดขึVน

ได)้ 

ตวัอย่างที� 3 ตวัอยา่งการคาํนวณ Channel Capacity 

I(X;Y) = H(Y) - H(Y|X) 

H(Y|X) = p(X=a)H(Y|X=a) + p(X=b)H(Y|X=b) +  

               p(X=c)H(Y|X=c) 

H(Y|X=a) = H(Y|X=b) = H(Y|X=c) = 1.5 

∴ H(Y|X) = 1.5 

I(X;Y) = H(Y) - 1.5 

H(Y) is maximum when Y is an equiprobable random variable. -> 

H(Y) = log 3 = 1.585 

∴ C = 1.585 - 1.5 = 0.085 bits/transmission 

H(X|Y) H(Y|X)I(X;Y)

H(X)

H(Y)

H(X,Y)
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รูปที� 6 Discrete-memoryless Channel ในตวัอยา่งที� 3 

3 Gaussian Channel Capacity 

กรณี Gaussian Channel ความสมัพนัธ์ระหวา่ง Input-Output และ

เงื�อนไขขอ้จาํกดัของ Input Power สามารถแสดงไดด้งัสมการ (2) 

และ (3) โดย Z เป็น Gaussian random variable ที�มีคา่เฉลี�ยเป็น 0 

และ Variance เป็น PN 

กรณีที� Input เป็น sequence ที�มีความยาว n เราจะได ้

y x z= +    (14) 

1 1
2

1

2

1n
z

n
Pi

i

n

i

n

N
= =
∑ ∑= − ≤| |y x  (15) หรือ 

| |y x− ≤2
nPN    (16) 

1
2

1n
y P Pi

i

n

N
=
∑ ≤ +   (17) หรือ 

| | ( )y
2 ≤ +n P PN   (18) 

เราสามารถแสดงไดด้งัรูปที� 7 

 
รูปที� 7 Output Sequences of a Gaussian channel with power 

constraint 

ปริมาตรของ n-dimensional hypershere เท่ากบั K
n
R

n
 โดย R เป็น

รัศมี และ K
n
 ไม่ขึVนกบั R 

ดงันัVน จาํนวนขอ้ความที�สามารถส่งไดอ้ยา่งมีความน่าเชื�อถือ จะ

เท่ากบั 

M
K n P P

K nP

P P

P

P

P

n N

n

n N

n

N

N

n

N

n

=
+

=
+







 = +











( ( ))

( )

2

2

2 2

1

  (19) 

ดงันัVน Capacity ของ Channel นีVจะเท่ากบั 

C
n

M
n

n P

P

P

PN N

= = ⋅ + = +
1 1

2
1

1

2
1log log ( ) log ( )

     (20) 

ซึ�งมีหน่วยเป็น bits/transmission 

P/P
N
 คืออตัราส่วนระหวา่ง Power ของ Input หรือ signal กบั 

Power ของ Noise ซึ�งเราสามารถแทนดว้ย S/N และคูณดว้ย 2W 

(Nyquist Rate C = 2W เมื�อ W เป็น Bandwidth) ทาํใหเ้ราได ้

Capacity [bits/sec] ดงัตอ่ไปนีV  

C W
S

N
= +log( )1   (21) 

สมการ (21) นีV  เป็นสมการของ Shannon สาํหรับ Capacity ของ 

Additive White Gaussian Noise Channel (AWGN) 

4 Error Detection & Correction Code 

แนวคดิ ส่งขอ้ความที�ตอ้งการ (Information bit, Information 

sequence) กบัขอ้ความสาํหรับตรวจสอบและแกไ้ข Error (Parity 

Check bit , Parity Check sequence) รวมอยูใ่นขอ้ความที�ส่ง 

(เรียกวา่ codeword) ในกรณีของ Linear Block Code จะอยูใ่นรูป

ของ (n,k) block code กล่าวคือ Information sequence จะมีความ

ยาว k bits และ codeword จะมีความยาวทัVงหมด n bits (parity 

check sequence มีความยาว n-k bits)  ในกรณีนีV  ประสิทธิภาพของ 

Code ( Code Efficiency ) จะเท่ากบั 

η =
k

n
    (22) 

โดยทั�วไป นิยมทาํใหอ้ยูใ่นลกัษณะนาํ Parity Check sequence มา

ตอ่กบั Parity Check sequence  ซึ�งเราเรียก code ในลกัษณะนีVวา่ 

systematic code 

5 Linear Block Code 

0.5
a a'

b

0.25

b'

c'c

X Y

0.25

0.5
0.25

0.5

0.25

0.25 0.25

X

n-dimensional hypershere

radius = (nP
N
)1/2

n-dimensional hypershere

radius = (n(P+P
N
))1/2
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(n,k) block code ถูกกาํหนดโดย M = 2k sequences ที�มีความยาว n 

ซึ�งเรียกวา่ Code word   code C ที�ประกอบดว้ย M code word 

แสดงโดย 

C = {c1, c2, ... , cM)  โดย codeword ทุกอนัมีความยาว n และแตล่ะ

ตวัประกอบเป็น 0 หรือ 1 

นิยามของ Linear Block Code  C เป็น Linear Block Code เมื�อ ci, 

cj เป็น Linear Block Code และ ci ⊕ cj เป็น Linear Block Code  

โดย ⊕ แทนการบวกแบบ Modulo-2 (หลงัจากนีV  ใชส้ญัลกัษณ์ +) 

Hamming Distance จาํนวนตวัประกอบที�แตกตา่งกนัของ ci, cj 

แสดงดว้ยสญัลกัษณ์ d(ci, cj) 

Hamming Weight จาํนวนตวัประกอบที�ไม่ใช่ 0 ของ ci แสดงดว้ย

สญัลกัษณ์ w(ci) 

Minimum Distance 

d d
i j

i j

i j

min

,

min ( , )=
≠

c c

c c   (23) 

Minimum Weight 

w w
i

imin min ( )=
≠c  0

c   (24) 

กรณีที�เป็น Linear Code d
min

 = w
min

 

6 (7,4) Hamming Code 

Information sequence 4 bits: x
1
, x

2
, x

3
, x

4
 

Parity Check sequence 3 bits : c
1
, c

2
, c

3
 

c
1
  = x

1
  +  x

2
  + x

3
  

c
2
 =           x

2
  + x

3
  + x

4
 (25) 

c
3
 = x

1
  +  x

2
           + x

4
  

Codeword 7 bits : w = (x
1
,x

2
,x

3
,x

4
, c

1
,c

2
,c

3
)    (26) 

Information sequence 4 bits -> codeword ทัVงหมด 24 = 16 (ตาราง

ที� 3) 

ตารางที� 3 (7,4) Hamming Code 

x1 x2 x3 x4 c1 c2 c3 x1 x2 x3 x4 c1 c2 c3 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 

1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 

0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 

1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 

0 0 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 

1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 

0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 

1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 

ถา้เราแทนคา่ w เขา้ไปในสมการ (25) เราจะได ้

w
1
 + w

2
 + w

3
         + w

5
 = 0  

        w
2
 + w

3 
+ w

4
         + w

6
 = 0 (27) 

w
1
 + w

2
          + w

4
                  + w

7
 = 0  

เราเรียก สมการ (27) นีVวา่ Parity Check Equation 

ในกรณีที�เกิด Error เขา้มาใน transmission channel (รูปที� 3)  y จะ

เท่ากบั w + e (e เป็น error pattern)  เมื�อแทนคา่ y ในสมการ (27) 

แลว้เราจะได ้

 y
1
 + y

2
 + y

3
         + y

5
 = s

1
  

         y
2
 + y

3 
+ y

4
         + y

6
         = s

2
 (28) 

 y
1
 + y

2
          + y

4
                  + y

7
 = s

3
  

S = (s
1
, s

2
, s

3
) นีVจะมีคา่แตกตา่งกนัไป ตาม Error Pattern ซึ�งเรา

เรียกวา่ เป็น Syndrome ของ channel output y จากสมการ (27) 

และ (28) เราจะได ้

e
1
 + e

2
 + e

3
         + e

5
 = s

1
  

         e
2
 + e

3 
+ e

4
         + e

6
         = s

2
 (29) 

 e
1
 + e

2
          + e

4
                  + e

7
 = s

3
  

ในกรณีที�มี Error 1 ตาํแหน่ง Syndrome จะเป็นไปตามตารางที� 4 

ตารางที� 4 Syndrome 

Error Pattern Syndrome 

e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 s1 s2 s3 

1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 
0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 
0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 
0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

Generator and Parity Check Matrices 

จากสมการ (25), (26) ถา้เรากาํหนด Matrix G ดงัตอ่ไปนีV  
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G =



















1 0 0 0 1 0 1

0 1 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1 0

0 0 0 1 0 1 1

 (30) 

เราจะสามารถสร้าง w ใหอ้ยูใ่นรูปผลคูณของ Matrix ดงัตอ่ไปนีV  

w  =  xG    (31) 

x = (x
1
, x

2
, x

3
, x

4
) เราเรียก Matrix G วา่เป็น Generator Matrix 

และจากสมการ (26) ถา้เรากาํหนด Matrix H 

H =

















1 1 1 0 1 0 0

0 1 1 1 0 1 0

1 1 0 1 0 0 1

 (32) 

เราสามารถเขียนสมการ (27) ใหอ้ยูใ่นรูปผลคูณของ Matrix 

 wHT  = 0    (33) 

HT เป็น Transpose ของ H ซึ�งเราเรียก Matrix H วา่ Parity Check 

Matrix  

ถา้ใช ้H เราจะสามารถแสดงสมการ (28) ในรูป 

s  =  yHT
    (34) 

s = (s
1
, s

2
, s

3
) 

s  =  yHT  = (w+e)HT = wHT + eHT  =  eHT  (35) 

หรือสมการ (29) นั�นเอง 

7 General Hamming Code 

(n,k) Hamming Code มีคุณสมบติัตอ่ไปนีV  

Codeword Length : n = 2
m
 - 1 

Information Sequence : k = 2
m
 - 1 - m 

Parity Check Sequence : m = n - k 

c

x i k

p x k i ni

i

ji j
j

k=

≤ <

+ ≤ ≤






 =
∑

1

1
1

 (36) 

Generator Matrix : 

G

p p p

p p p

p p p

k k k m

m

m

k k nk

=



















× ×

1

1

1

11 12 1

21 22 2

1 2

L

L

O M M O M

L

0

0

(37) 

Parity Check Matrix : 

H

p p p

p p p

p p p

m k m m

k

k

m m km

=



















× ×

11 21 1

12 22 2

1 2

1

1

1

L

L

M M O M O

L

0

0
(38) 

8 Minimum distance and Error Correcting 

เราสามารถจาํลอง Output Sequence ใหเ้ป็นรูป space ตามรูปที� 8 
โดยแตล่ะ Output Sequence จะมีลกัษณะเหมือนเป็นทรงกลมที�มี 
codeword เป็นจุดศูนยก์ลาง ระยะทางระหวา่งแตล่ะ Output 
Sequence เป็น Hamming Distance 

 
รูปที� 8 Output Sequence Space 

1. เงื$อนไขการแก้ไข Error 

ถา้ทรงกลมทุกอนัไม่มีส่วนที�ทบักนั  เราจะสามารถหา codeword 

ที�ถูกตอ้งได ้ กล่าวคือ เราจะสามารถแกไ้ข Error ได ้

d tmin ≥ +2 11    (39) 

โดย t
1
 จะเป็นจาํนวน Error ที�สามารถแกไ้ขได ้

คา่สูงสุดของ t
1
 เท่ากบั 

 t d0 1 2= −( ) /min   (40) 

ดงันัVน สามารถแกไ้ข Error จาํนวนตํ�ากวา่ t0 ได ้

2. เงื$อนไขการตรวจสอบ Error 

ถา้ทรงกลมที�มีรัศมี t
1
 + t

2
 ไม่ทบักบัทรงกลมอื�นใด เราจะสามารถ

ตรวจสอบวา่ มี Error เกิดขึVนได ้

t d t2 11 2+ = −min   (41) 

ถา้ t
2
 ≥ 1 เราจะสามารถตรวจสอบวา่มี Error จาํนวนตัVงแต ่ t1 + 1 

ถึง t
1
 + t

2 ได ้แตไ่ม่สามารถแกไ้ขได ้

ตวัอย่างที� 4 (7,4) Hamming Code 

dmin = wmin = 3 ดงันัVน สามารถแกไ้ข Error ได ้1 ตวั 

t
1

t
1

t
1

w
1

w
2

w
3

Ω 3

Ω
1

Ω 2

d
min

t
2
+1


